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三角形の外接円と五心に関する研究 

愛媛県立松山南高等学校  数学班 

佐伯心太朗  藤田幸星   指導教諭 福澤純治 

 

１．はじめに 

 数学の学習を進めるにあたって、興味深い図形の性質に出会うことがある。入試問題においても解き

ながらその不思議さや美しさに驚く日々である。このような図形の性質について、深く知りたいと考え

るようになった。そこで、図形の性質について、特に三角形の五心と外接円の関係について研究するこ

とにした。 

 

２．方法 

主に図形描画ソフト「Geogebra」を用いて性質を予想し、それが正しいかどうか調べた。 

 

３．結果 

【命題１】 

三角形の垂心と外接円について、次の条件α、βは同値である。 

条件α：「点 Pが垂心である。」 

条件β：「𝑃𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑃𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑃𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝑃𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑃𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑃𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝑃𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑃𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑃𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ で定められた点 D、E、Fは 

 △ABC の外接円上にある」 

 

(1) △ABCが∠A=90°の直角三角形である場合 

垂心と頂点 Aが一致するため、α→βは容易に示せる。 

一方、その逆α←βの証明に思いがけず苦労した。結局は「点 Pが垂心と一致しない場合は不適であ

ることを示す」という方法を用いたため、長くなってしまい、ここには書けない。 

 

(2) △ABCが鋭角三角形である場合（図１） 

［ⅰ］α→βの証明 

点 Pが△ABCの垂心であるとする。このとき、直線

AP と辺 BC の交点を H₁、直線 BP と辺 CA の交点を H₂

とすると、∠PH₁C＝∠PH₂C＝90°であるから、四角形

ＣＨ₁ＰＨ₂は円に内接し、 

∠Ｈ₁ＰＨ₂＝180°－∠ＡＣＢ 

また、対頂角は等しいから、 

∠APB＝∠H₁PH₂＝180°－∠ACB 

PD＝PA＋PBより四角形 PADB は平行四辺形だから、 

∠ADB＝∠APB ＝180°－∠ACB  

よって、∠ADB＋∠ACB＝180°だから、4点 A、B、C、

D は同一円周上にある。‥① 

同様に 4点 A、B、C、Eは同一円周上にある。‥② 

図１ △ABCが鋭角三角形である場合 
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同様に 4点 A、B、C、Fは同一円周上にある。‥③ 

①、②、③より、３点 D、E、Fは△ABCの外接円周上にあるから、6点 A、B、C、D、E、Fは同一円

周上にある。 

［ⅱ］α←βの証明 

逆に 6点 A、B、C、D、E、Fが同一円周上にあるとする。四角形 ADBP、CFAPは平行四辺形であるから、

FC//AP//DB、FC=AP＝DB 

よって FC＝DBかつ FC//DB だから四角形 BCFDは平行四辺形である。さらに 4点 B、C、F、Dが同一円周

上にあることから、∠DBC+∠DFC＝2∠DBC＝180° 

よって∠DBC=90°‥④ 

ここで、点 Aから辺 BCに垂線 AH₁をおろすと、AH₁⊥BC 

これと④より AH₁//DB 

さらに AP//DBであるから、点 Pは垂線 AH₁上にある。 

同様にすると、Bから辺 CA におろした垂線 BH₂、点 Cから辺 ABにおろした垂線 AH₃も点 Pを通る。 

よって、点 Pは△ABCの垂心と一致する。 

［ⅰ］、［ⅱ］より α↔β だから、題意は示された。 

 

(3) △ABCが鈍角三角形である場合（∠A＞90°）（図２） 

∠A＞90°としても一般性は失われないから、∠A＞90°とする。 

［ⅰ］α→βの証明 

点 Pが△ABCの垂心であるとする。頂点 Aから辺 BCにお

ろした垂線のあしを H₁、頂点 B、Cから各々の対辺の延長に

おろした垂線のあしをそれぞれ H₁、H₂とする。点 P は△ABC 

の垂心であるから、3点 P、A、H₁;P、H₂、B;P、H₃、Cはそ

れぞれ同一直線上にある。 

よって、∠BPH₁＝180°－∠PH₁B－∠H₂BH₁ 

＝180°－90°－（90°－∠ACB） 

＝∠ACB 

∠CPH₁＝180°－∠PH₁C－∠H₃CH₁ 

＝180°－90°－（90°－∠ABC） 

＝∠ABC 

∠BPC ＝∠BPH₁＋∠CPH₁＝∠ABC＋∠ACB 

四角形 PBECは平行四辺形であるから、 

∠BEC＝∠BPC＝∠ABC＋∠ACB 

△ABCにおいて、∠BAC＝180°－∠ABC－∠ACB 

ゆえに、∠BAC＋∠BEC＝180°が成り立つから、4点 A、B、E、Cは同一円周上にある。‥① 

また、四角形 PADBは平行四辺形であるから、∠ADB＝∠APB＝∠H₁PB＝∠ACB 

ゆえに、円周角の定理の逆から 4点 A、C、F、Bは同一円周上にある。‥② 

同様に 4点 A、C、F、Bは同一円周上にある。‥③  

①、②、③から、6点 A、B、C、D、E、Fは同一円周上にある。 

            

図２ △ABCが鈍角三角形である場合

（∠A＞90°） 
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[ⅱ]α←βの証明 

逆に、六点 A,B,C,D,E,Fが同一円周上にあるとする。四角形 AFCP,ADBPは平行四辺形であるから、

CF=PA=BD, CF//PA//BD 

よって CF=BDかつ CF//BDから、四角形 BDFCは平行四辺形であり、∠DBC=∠DFCが成り立つ。 

さらに仮定より四角形 BDFC は円に内接するから、 

∠DBC+∠DFC=2∠DBC=180° よって∠DBC=90° 

ここで、円周角の定理より∠ADB=∠ACB  四角形 ADBPは平行四辺形であるから、 

∠PBD=180°-∠APB=180°-∠ACB 

ゆえに、 

∠ABP=∠PBD-∠ABC-∠CBD=90°-∠ABC-∠ACB・・・④ 

また、Bから辺 CAの延長に下した垂線の足を H₂とすると、∠CBH₂=90°-∠ACB だから、 

∠ABH₂=∠CBH₂-∠ABC=90°-∠ABC-∠ACB・・・⑤ 

④と⑤より∠ABP=∠ABH₂であるから、点 Pは垂線 BH₂の延長上にある。・・・⑥ 

さらに、Cから辺 BAの延長上に下した垂線の足を H₃とする。このとき⑥と同様に考えて、点 Pは垂線

CH₃の延長上にある。・・・⑦ 

⑥と⑦より、点 Pは△ABC の垂心と一致する。 

[ⅰ]と[ⅱ]より、α↔βであることが示された。 

 

【命題２】                             

△ABCの垂心を各辺に関して対称移動した点 D、E、Fは△ABC の外接円上にある。平面上の点 Pを各

辺について対象移動した点 D、E、Fが△ABC の外接円上にあるならば、点 P は△ABC の垂心である。 

 

(1) △ABCが鋭角三角形である場合 

三角形 ABCの垂心を各辺に関して対象移動した点 D、E、Fは△ABC の外接円上にある。 

∠H₂PH₁＝180°－∠C＝∠APB＝∠D、 ∠C＋∠D＝∠C＋（180°－∠C）＝180° 

以上より、四角形 ADBC は△ABCの外接円上にある（図３）。 

D を通り ABに平行な直線と外接円の交点を D′とすると、四角形 AD′BP は平行四辺形になる。 

また、Eを通り BCに平行な直線と外接円の交点を E′とすると、四角形 BE′CP は平行四辺形になる。 

また、F を通り、CA に平行な直線と外接円の交点を F′とすると、四角形 CF′AP は平行四辺形になる。

よって、前回示した内容より、Pは△ABCの垂心である（図４）。 

   

 

図３ △ABCが鋭角三角形である場合(1) 

 

図４ △ABCが鋭角三角形である場合(2) 
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４．まとめと今後の展望 

(1) 次の条件α、βは同値である。 

条件α：「点 Pが垂心である。」 

条件β：「𝑃𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑃𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑃𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝑃𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑃𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑃𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝑃𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑃𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑃𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗で定められた点 D、E、Fは △ABC の外接円上

にある」 

(2) △ABCの垂心を各辺に関して対称移動した点 D、E、Fは△ABC の外接円上にある。平面上の点 Pを

各辺について対象移動した点 D、E、Fが△ABC の外接円上にあるならば、点 Pは△ABC の垂心である。 

(3) 垂心以外の五心についても、GeoGebra を用いて、上記で示したようなものと同じような規則がな

いか調べたが、行き詰ってしまった。今後は、今後は、円についてより深く思考してみるなど検討し

ている。 
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